Corrigé de |'exercice : prise en main du calcul modal a 2DDL
By Jean-Luc SARF

1 Introduction :

Cette petite note vous montre simplement ce que vous €tes capable de faire si
vous travaillez un peu. Dans le sens que vous preniez un peu de temps pour
maitriser les choses. Il ne faut pas travailler dans le vide et perdre de
nombreuses heures. Il faut réfléchir puis agir méme si tout est nouveau et que
vous avez perdu |'habitude des mathématiques ou autres.

2 Cas traité :

Il s'agit de trouver la réponse d'un systéme a 2DDL (déplacements, vitesses,
accélérations) pour des conditions initiales imposées.
La figure suivante montre le systéme a résoudre :

Les données sont les suivantes (avec ou sans unité) :
e Les deux masses sont égales a1 (Mass = 1kg,....)
e Larigidité des barres (Truss) vaut 1 (k = EA/L)
e dO1=0,v01=0m/s
e dO2=2, v02=0m/s

3 Bases théoriques :
La figure suivante donne les fréquences propres et les vecteurs associés
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Le systeme a résoudre est le suivant (équilibre)

Mx, = -kx; +k(x; - X1)s

MX, = -k(Xx5 - Xx;).

Sous la forme matricielle :

[M] {X} + [Kl{x} =0,



Avec

M0 _ {2k -k} _ xl}
w2 e[ e

Oscillation libre :

{x} = {X} sin wt,

Ou {E} est un vecteur indépendant du temps qui représente les modes
Et en dérivant deux fois, on obtient |'expression suivante :

[-w? [M] +[K]] {X} =0
Pour trouver o, il faut que le déterminant soit nul :

|-w? [M] +[K]|=0,
~w*M+2k -k

|=o0
-k ~w*M+k '
3k k?
- —wr+—5=0.
W' - @ 0

Il s'agit de résoudre une équation « du second degré » en posant par exemple
Q = ©° (il s'agira d'une équation du second degré en Q)
On trouve finalement les deux fréquences f1 et f2:

w0 1 k 1/2 3;5112 1/2
3" 05
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Application nhumérique

N
Emod = 1-—  Aire - 1-m2 L=1m
m2
Emed: dire 1 K
K= —— f1 - : :
L 2'm ,/Mass

f1 = 0.098 sec §2 = 0.258 sec |



On obtient les modes associés (vecteur propre) en remplagant les fréquences
naturelles dans I'équation :

|-w? [M] + [K][=0,

N 1 1
{E}= fl = I+51;’2 : 1_.51!2 : i=1,2
*2) 2 2

Pour une vibration dans le 1°" mode, il faut que (les deux masses bougent
simultanément) :

X, 1+512
X1 2

X1 = >0

Pour une vibration dans le 2™ mode, il faut que (les deux masses bougent dans
la direction opposée):

xz_l_ 51;2

X4 2

——
—

K s <0

La réponse totale du systéme dans le temps est la somme des modes de
vibration :

x; = Asin (27fyt +6,) + A sin 27fyt +¢,),
X, =B sin (27f,t +¢,) + B sin (2afyt + ¢,),
1
L'on trouve Al, A2, B1, B2, ¢1. 2 avec les conditions initiales.

Al, A2, B1, B2 définisse I'amplitude de la vibration. Pendant l'oscillation libre les
ratios A1/B1 et A2/B2 sont définis par les modes propres :

B, _ 1+577

E—:-= X = 2 = 1.513,
_ elfz

By . _1-57 _ 4618

A, B 2



Donc si Al, A2 ou B1, B2, ou B1, A2 ou B2, B1 peuvent &tre trouvés alors les
deux autres sont déterminés par le mode propre.. Ces modes sont orthogonaux.

MA, A, + MB, B, =M(1- 1)=0.

De maniére générale, M; est la masse ieme masse, AKest le déplacement modal
de la ieme masse dans le mode k

T M AMAI=0 %K
i=1

Donc en prenant en compte les conditions d'orthogonalité, le systéme a résoudre
devient :

X, = Asin 2nf;t +¢,) + Bsin Quafyt + ¢,),

1/2 1 - 512
_AQ*S )sin(zfrfltwl)-t-B( » ) sin2nf,t +6,)

X2

4 Résolution du systéme :
Pour t = 0 sec

m m

dol - Om vol = 0-— did2 - 2'm vl2 - 0 —
sec sec

On obtient 4 équations :

(1) t=0 : d01 =0 Asin(¢l) + B-sin(92)=0

(2) t=0 : d02 =2 A-1+—J;-sin(¢1) + B-l_—J;-sin(ntE):Z

2 2
(3) t=0 : vO1 =0 2mfl - Acos(9l) + 2-m f2-B-cos($2) =0

(4) 1=0 : v02 =2 2-n-f1-A-1+—J;-¢u(¢l) + Z-H-fZ-B-l_—ﬁ-cu(ttz):ﬂ
2 2



On trouve les inconnus tres facilement en multipliant une ligne par un coefficient
approprié et ensuite on peut soustraire deux équations. Par exemple, pour
trouver phil et phi2, on prend les équations 3 et 4.

car A=z0 E=0

$2

(3) et (4) donnent : ¢1 - g

(1) et (2) avec $l et 32 donnent : A -

22




5 On m'a posé la question en cours : comment on trouve
o, donc f, donc T pour les différents modes ?

Maintenant vous pouvez répondre vous-méme (je vous donne néanmoins la
justification ci-apres).

PROPRIETES DES VECTEURS MODAUX
Soit X ;. le vecteur modal correspondant a la pulsation ;. On trouve X ;en

résolvant le systéme :
2y ¢ -

K-Mw) x, =0 (A1)
Ou K et M sont les matrices de raideur et de masse (dimension nxn)

X -K-X
2 __ / /
On obtient trivialement cette expression en multipliant a gauche la relation (A1)
par le vecteur D; transposé. On développe ensuite en utilisant les propriétés des

opérations matricielles.
On peut aussi démontrer que

X KX =0 et X -M-X =0 sii] (A3)

On verra dans la suite du cours comment on peut approcher le calcul des
périodes propres par la méthode de RAYLEIGH, etc....

Application numérique de (A2) pour le premier mode :

e . s
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I
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ol
fl=—=0.098
2m

Dans le cas général, la solution est obtenue en superposant les mouvements
selon les n modes de vibration

Ut)=3" A Xsin(w,t+4,)



6 Pour les utilisateurs de Mathcad, Mathlab, etc..

On peut aussi résoudre le systeme d'équation sans tenir compte de
I'orthogonalité et vérifier ensuite que les propriétés sont bien respectées

TS SO L0 - LR U P <P
2.0 o M 2 2.0 oo W 2

A1:=04 Bl =032 &2:=03 B2:=03 il ::g qid =-

o |

Civet

Al @l + A2-sin ¢ =0 .
El-sin( ¢1) + B2 sin( ¢2) =2 MXI = —kxl + k(x, Kl),

2-7fl-Al-cos( 1) + 2 7 £2- A2 cos( ¢2) =0 sz = —k(X; - xl)-
2-mfl-Bl-cos( ¢l + 2-7-£2.B2- cos ¢2)=0

e f1R AL sind 1) — 4 7-f2 A2 sind §2) =2

47 812 Blosin 1) — 47 -£2*B2-sinf ¢2) =- 2 087442717
0.80442715
FES :=Minen( 41, A2, B1, B2, ¢1, 42 tAa7aLae
:: me 2 L] 2 2 L] =
™ ol 42 ~1.5527864
A1 ::R]-ESI:I A2 ::RES1 Bl ::R_ES:{ BZ ::RES3 15779633
|~1 57079633
¢1 =FES, ¢2 :=RES, Bloieiz B2 oqens
Al A2 12
Bl g, =125 o418
. . =Kn = =3
2t = Al sind 2wl b4 fl) + A sin( 2 w2t 4+ ¢ A, 2
o : B, . _1-51
20t =Bl sing 2 -t 4+ Bl + B2-sind 2 W24+ ¢2) f =%y = -0.618.
a? a4’ ’
al(t) =2 () al(M =2  a(t) = k) al(0) =-2 j:=0,001..20
A2 A2
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